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Inter veritates infigniores, ad quas theoria diuifionis circuli aditum 
aperuit, locum haud vltimum libi vindicat fummatio in OisquiiT. 
Arkbroet. p. 6}6 propofita, non modo propter elegantiam fuaro pe- 
culiarem, miramque foecunditatem , quam fufius exponendi occa* 
fionem pofthac dabit alia disquifitio, fed ideo quoque, quod eius 
demonfiratio rigorofa atque completa difficultatibus haud vulgaribus 
premitur. Quae fane eo minus exfpeftari debuiftVnt, quum non 
tam in ipfum theorema cadant, quam potius in aliquam theorematis 
limitationem , qua neglefta demonftratio ftatim in promtu eft , facil- 
limeque e theoria in opere ifto explicata deriuatur. Theorema illic 
exhibitum eft in forma fequente. Supponendo n efle numerum 
primum, denotandoque indefinite omnia refidua quadratica ipfius n 
inter limites i et n — i incl. iita per a, omniaque non refidua inter 

3 eo° 

eosdem limites iacentia per b , denique per a arcum , et per k 

fl 

Integrum determinatum quemcunque per n non diuifibilem, erit 
C. F. Gaufs Sumni, quarumd. ftr. Tom. I. A I- pro 
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I. pro valore ipfius n, qui eft formae 4 
2 cos aka>— — £ -±z $ V n 
2 cos bka> = — l+lVn, adeoque 
2 cos ai &> — 2co sbku— 2 =.V n 
2 fm a k a = O 
2fin bkco — o 

I!. pro valore ipfms n, qui eft formae 4 m-f- 3, 

2 cos ai« = — i 

2 cos b ku>— — 2 • 

2fiuoi « = — 2 V n 
^.finbkeo—^ | V n 
2fmai» - 2lin bhu = * V » 

Hae fummationes 1 , c. omni rigore demonftratae funt, neque 
alia difficultas bic remanet nifi in determinatione /gei quantitati 
radicali praefigendi. Nullo quidem negotio oftendi poteft, hoc 
fignum eatenus a numero k pendere, quod femper pro cunfris va- 
loribus ipfius k, qui fmt refidua quadratica ipfius », fignum idem 
valere debeat , et contra fignum huic oppofitum pro omnibus valo- 
ribus ipfius k, qui fint non- refidua quadratica ipfius n. Hinc 
totum negotium in valore k — 1 verfabitur, patetque, quam 
primum fignum pro hoc valore valens innotuerit, pro omnibus 
quoque reliquis valoribus ipfius k figna ftatim in promtu fore. 
Verum enim vero in hac ipfa quaeftione, quae primo afpeftu inter 
faciliores referenda videtur, in difficultates improuifas incidimus, 
methodusque, qua ducente fine impedimentis hucusque progredi 
eramus, auxilium vlterius prorfus denegat. . i: ^ 

a. 

' v I 

Haud abs re erit, antequam vlterius progrediamur, quaedam 
exempla fummationis noffrae per calculum numericura euoluiffe: 
huic vero quasdam obferuationes generales praemittere conueniet. 

I. Si 


% 
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I. Si in cafu eo, vbi n eft numerus primus formae 4W+ r, 
omnia refidua quadratica ipfius n inter i et | (n — 1) incl. iacentia 
indefinite per a' exhibentur, omniaque non- refidua inter eosdem 
limites per b', conftat, omnes n — a' inter ipfos a, omnesque 
n — b' inter b comprehenfos fore: quamobrem quum omnes a\ 

b', n — a' , n — b' manifefto totum complexum numerorum 
1, 2» 3 .... «— 1 expleant, omnes n' cum omnibus n — a' iunfti 
omnes a compleftentur , et perinde omnes b' cum omnibus n — V. 
iunfti omnes b comprehendent. Hinc erit 

2 cos aku—J. cos a' ka> 2 cos (n — a')kct 

2 cos bkco— 2 cos b' i oi -f- 2 cos (n — b')kca 
2 finala> = 2 fina'i« + 2 fin(n — a')i» 

2 Ciabka) — 2 fin b' ku -j- 2 fin (n — b')kc* 

Iam quum habeatur cos(» — a‘)ku> = costfku, cos(H-~b*)ku 
= cos b'ku, fin(n— n')*» = — fin(n — b‘)ko = — 

fin b'ku, patet fponte fieri 

2 fin akta zr. 2 fin a' i « — 2 fin o" k a> —o 
2fin b ha — 2 .Cmb‘ kc* — 2fini'l« = 0 
Summatio cofinuum vero hanc formam aflumit 
2 cos akai — 2 2 cos a' ku 
2 cos bkcc — 22 cos b' ku 
vnde fieri debebit 

1+42 cos a'ka —-±iVn 

1 + 4 2 cos b'km — =pVh 

2 2 cos a' ku — 2 2 cos b‘ ka> ~ — V H 

IL In cafu eo, vbi n eft formae 4«+ 3« complementum 
cuiusuis refidui a ad n erit non- refiduum , complementumque 
cuiusuis b erit refiduum; quocirca omnes » — a conuenient cum 
omnibus b , omnesque n — b cum omnibus a. Hinc colligitur 
2cos aku — Zcos(m — b)ko>— 2 cos bku 

A a . 
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quare quum omnes a et b iuofti omnes numeros i, 2, 3.... n — 1 
. expleant, adeoque fiat 2cosa/&&)4- 2 cos bka == coska> -f- cosa ka> 
-J- i k a> 4 - etc. 4-cosnAw=:-— 1 , fummationes 
2 cos aka> — — £ 

2 cos bkca — — l v 

fponte funt obuiae. Perinde erit 

2 fin ak ea — 2 fin (n — b )kca = — iCmbkt» 
vnde patet, quomodo fummationum 
22fin aka> = ± Vn 
2 2 fin bka- - V tt 

altera ab altera pendeat; 



Ecce iam compntum numericum pro aliquot exemplis: 


I. Pro » = ? adest valor vnus ipfius a', puta 0'=!, valor- ' 
qne vnus ipfius b' , puta b'=z 2; eft autem 

cosa>:= 4" 0,5090169944 cos2 eo — — 0,8090169944 

adeoque 1 4" 4 cosa> = 4* ?, 14-4 cos 2» = — V f. 

II. Pro »=13 adfunt tres valores ipfius a 4 , puta r, 3, 4, 
totidemque valores ipfius b\ puta 2, f, 6, ynde computamus 

‘ cos « = 4 - P.88?4?«02?7 cos2w= 4- 0,^680647467 

COS 3 » = 4- 0,1 20*366803 COS f 0> = — 0,748? 107482 

cos 4 « = — 0 ,3(46048870 cos 6 a= — 0,97094. 8 174 

Summa = 4- 0,65 13878190 Summa = — r »i ^ ■ 3878189 
Hinc 1 4-4£cosa'« = 4 - vTia, 1 4- 4£cosi'« = — V13. 

III. Pro «=17 habemus quatuor valores Ipfius a', puta 
4, 8^ totidemque valores ipfius b 4 , puta 3, j, 6,7. Hinc 

computantur cofinus 

cos • 
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cos ia>— + 0,4457383558 


cos a» = + 0,93 24722294 
cos 2 u — + 0,7 3 900891 72 
COS 4CO— + 0,0922683595 
cos 2 00 ——0,9829730997 

Summa = -f* 0,7807764064 
Hinc 1 + 4 S cos a'a>= + V 17, 

IV. Pro » = 3 adeft valor 
refpondet 

fin = + 0,8660254038 
Hinc 2 fin w = + V3. 


cos 5 « = — 0,2736629901 
cosfi » = — 0,6026346364 
cos 7 « = — 0,8102171357 

Summa = — 1,2807764065 
i+4S cos b'a> = — V 17. 

vnicus ipfius a, puta azzi, cui 


V. Pro n— 7 adfunt valores tres ipfius a, puta 1 , 2 , 4 : bine 
habentur finus 

fin w = + 0,7818314825 
fin 2 «■> = -}- 0,97492791 2Z 
fin 40) = — 0,43 388 37 

Sumraa = + 1,3228756556» adeoque 22finaw= + V7; 

VI. Pro n = ii valores ipfius a funt 1 , 3, 4, 5, 9, quibus 
refpondent finus 

fin u = + 0,5406408175 
fin 3 » = + 0 , 98982144 '9 
' fin4«= + 0,7557495744 
fin 5 u>— + 0,2817325568 
fin 9«= — 0,9096319954 

Summa = + 1,65831213952» et proin 2 Sfinn«= + V*ir. 

VII. Pro n — >9 valores ipfius a funt 1,4, 5,6,7,9,11, 16, 17, 
quibas refpondent finus 

fin 


Digitized by Google 



6 


CAROL. FRID. QAVSS 


fin « — -+• 0,3146994^* 
fin 4« = + 0,96940026*9 

finv» = + 0,996*844930 '■* 

fin6« = + o,9i*77332«7 
fm?" = + 0,73*7*39107 
fin9« = + 0,164*94*90} 

fmua» = — 0 , 47*9473930 
Cni6« = — o,837i««4783 
fin 17 a» =.-—0, 6142127127 

Summa = + 2 iI7944947»8j adeoque 2 Sfin ao> — -}- V" 19 .' 

4* 

!n omnibus hisce exemplis quantitas radicalis fignum pofiti- 
vum obtinet, idemque facile pro valoribus maioribus « = 23, 
»=:29 etc. confirmatur, vnde fortis iam probabiiitas oritur, hoc 
generaliter perinde fe habere. Sed demon ftratio huius phaeno- 
meni e principiis 1. c. expofitis peti nequit, plenifllmoque iure altio- 
ris indaginis aeftimanda eft Propofitum itaque huius commenta- 
tionis eo tendit, vt demonftrationem rigorofam huius elegantilfimi 
theorematis, per plures annos olim variis modis incafium tenta- 
tam, tandemque per confiderationes fingulares fatisque fubtiles fe- 
liciter perfeflam in medium proferamus, fimuique theorema ipfum 
falua feu potius aufta elegantia fua ad longe maiorem generalita- 
tem euehamus. Coronidis denique loco nexum mirabtlem arftifli- 
mum inter hanc fummationem aliudque theorema arithmeticum 
grauilfimum docebimus. Speramus, basce disquifitiones non modo 
per fe geometris gratas fore, fed methodos quoque, per quas 
haec omnia efficere licuit, quaeque in aliis quoque occafionibus 
vtiles efle poterunt, jpforum attentione dignas viium iri 


fi 
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f* 

Petita eft demonftratio noftra e confideratione generis ftngo^ 
laris progrefiionum , quarum termini pendent ab expreflionibus 
. talibus 

(i — X m ) (i X m ~ *) (l X m — ») .... (t — X 

(l — x) (i — xx) ([ — X 3 ) (l JC") 

Breuitatis caufla talem fractionem per (m, n) denotabimus, et 
primo quasdam obfqruationes generales circa buiusmodi functiones 
praemittemus. 


1. Quoties m eft integer pofitiuns minor qaam fx, funftio 
(m, /x) manifefto euanefcit, numeratore faftorem i — x° impli- 
cante. Pro m — /u, faftores in numeratore identici erunt ordine 
inuerfo cum faftoribus in denominatore, vnde erit (m,,u)= i; 
denique pro cafu eo, vbi m eft integer poiitiuus maior quam /u, 
habentur formulae 

| 

0* + I > A*) = — — = (m+ I» O 

O—x***) (i— *»“*-■) , , _ Y 

>=r — ^ = (m + a) 


(i — x^ + 3) (i — ac»* (, — x**') 


0*+3-«)= 0 _, ) 

etc. fiue generaliter 
( m , /u) = (m, m— /x) 


ii-xx) (t-**) 


= G«+ 3 , 3 ) 


0 II. Porro facile confirmatur, haberi generaliter 
(*) M+ ») = (» — i , a*+ *) + X"—' 4 —* (m — i , /*) 
quamobrem , qunm perinde fit 

(m— i, /x + i) = (w— 2 , /u-f i) -f- ^ a (« — 2,/u) 

+ t) = (» — J, f* + 0 4-x m -*-s — 3 , 

(m — i, /* + i) = (n» — 4,v*+j) + («,— 4 ,^) etc, 

quae 
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quae feries continuari poterit vsque ad 

2 » f* + 0 = (/“+ i. + i) + + r, yu) 

= 0* j m) + *(.«+'» /“) 

fiquidem *» eft integer pofitiuus maior quam |M-f t, erit 

{m , n 1 ") ~ (ji , /i) -±-x(p-\-i,p)-^-xx («-}-», p) -\~x 3 (.n -f-3* f») 4-etc, 
-j- x<n — I* — » (m — i, /«) 

Hinc patet, fi pro aliquo valore determinato ipfius fu quae- 
vis funftio (m, m) integra fit, exiftente m integro pofitiuo, etiam 
quamuis funflionera (m,/n+i) integram euadere debere. Quare 
quum fuppofitio ilia pro /u=i locum habeat, eadem etiam pro 
/u = 2 valebit, atque hinc etiam pro ** = ? etc., i. e. generaliter 
pro valore quocunque integro poGduo ipfius m erit (m,f t) funftio 
integra, fiue produrium 

(i (i— x™-** >) diuifibile per 

(t — x ) (i — x 2 ) (i — x 3 ) . . . . (i 




Duas iam progreffiones confiderahimus, quae ambae ad fco- 
pum noftrum ducere poliunt. Progreflio prima haec eft 


i— ar"* — — x m ~ *) 

i — x ' (i-*J ,(* — **) 


( l — X m ) (l — X m ~‘) (l — x m — ») 

(*-*) (i —xxj~" (i — x‘) ;+***• 


fiue 

i — (m, i) + (m, a) — (m, 3) + (m, 4) — etc. 
quam breuitatis caufla per f(x, m ) denotabimus. Primo ftatim 
obuium eft, quoties m fit numerus integer pofitiuus, baoc feriem 
poft terminum fuum m+ 1 mn (qui fit = 2= >) abrumpi, adeoque 
in hoc «afu fummam fieri debere funftionem finitam integram 
ipfius x. Porro per art. f. II. patet, generaliter pro valore quo- 
cunque ipfius m haberi 
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I = 1 

— ( m , 1) = — (w — 1 , 1) — x m ~ 1 

+ (m, 2) = + (m— 1, a) -f a,"*- 2 (m— r , 1) 

— (m, = — i)— x m ~ 3 (m— 1,2) * t c. 

adeoque 

/(*» m) - 1 — *— « _ ( 1— x m ~ 9 ) (m — 1, 1 ) -f ( , — *» - J) ( w _ r> 3 j 
— (1— *"—■*) («— 1,3) 4- etc. 

Sed mani ferto fit 

(l — x ”-*) ( m — 1, 1) = (1 — at" - «) (« — 3, 1) 

(i— 5C“~ J ) (m— 1,2)= (i— *”•-- *) («—2, 2) 

(1— x ’ n-4 )(« — i.j)=(i— * m_I ) (m — 2, 3) etc. 
vnde deducimus aequationem 

/■(x,m) = (i— *«— *)/(*, « — 2) ...... i . , f ,i 


7 - 

Quum pro m=o fiat /(1, tn) = i, per formulam modo io- 
ventam erit 
/(x, 2) = 1 - x 
/(x, 4) = (i - x) (r— x 3 ) 

/(x, 6) = (1 - x) (1 —x 3 ) (1 — x 5 ) 

/(x, g) = (1 — x) (1 - x 3 ) (1 —x») (1 —x’) etc. 
fiue generaliter pro valore quocunque pari ipfius m 
/(x, tn) — (» — x) (1 — x 3 ) (1— x*) .... (1 - x"— .... [2] 

Contra quum pro m=i fiat/(x, m ) =0, erit etiam 
/(x, 3) = 0 

/(*. 0 =° 

/(x, ?)=o etc. 

fiue generaliter pro valore quocunque impari ipfius m 

/(x, m) =0 

C.F. Gaufi Summ. qiianimd.ftr. Tom. I. B Ceterum 
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Ceternm fumraatio pofterior iam inde deriuari potuiflet, quod 
in progreflione 

i — (m, i ) + (m, 2 ) — (m, i) + etc. + (m, m — i ) — (m, m) 
terminus vltimus primum deftruit, peu ultimus fecundum etc. 


8- 

Ad fcopum quidem nofirum fuflicit cafus is, vbi m eft integer 
pofitiuus impar: fed propter rei fingularitatem etiam de cafibus iis 
vbi m vel fraftus vel negatiuus eft pauca adiccifle haud poenitebit. 
Mauifefto tunc feries noftra haud amplius abrumpetur, fed in infi- 
nitum excurret, facileque infuper perfpicitur, diuergentem eam 
fieri, quoties ipfi x valor minor quam i tribuatur, quapropter ipfius 
fummatio ad valores ipfius x qui fint maiores quam i reftringi 
debebit. 


Per formulam [i] art 6. habemus 

•i 
i — 
i 


/(*,-*)=— i 

/(*, -4)= ~ 


i i f i_ 


f(x, ~ 6) = 


I I 

1 ‘ ~J 


etc. 


x x 1 x J 

ita vt valor funftionis /(*,«) etiam pro valore negatiuo integro 
pari ipfius m in terminis finitis aflignabiiis fit. Pro reliqifts vero 
valoribus ipfius m fundtionem f(x,m ) in produSttm infinitum fequenti 
modo conuertemus. 

Crefcente m in valorem negatiuum infinitum , funftio 
tranfit in • 




'-+ ' 


X - l ^ X — I ’ XX — 4 X — I * XX — 4 * — | 

Haec 


\ 
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Haec itaque feries aequalis eft produfto infinito 


i 

i 

i 

x 




i ^ i 


etc. in infin. 


Porro quum generaliter fit 

'Kl-*— ****“) 
erit 

/-(*, m) -/(x,— <* ).(i-x““ *)(< -*"-*) (f-x m “*)etc. in infin. 

J ~ m m - f 


I — X ’ 

I — X' 


I — X 




r m~ 5 


l—X m T 


etc, in infin. 


• ,— x ~ 3 ' i — x*“ 5 i — x" 

quos faftores tandem continuo magis ad vnitatem conuergere 
palam eft. 

- Attentionem peculiarem meretur cafus m= — i, vbi fit 
/(*,— ,)= i +* -, + + *" 0 +x-'° + 

Haec itaque feries aequatur produfto infinito 


i — x' 


I X 


,-4 


I — X 


I — X~ L I — X * 1 X 

fiue fcribendo x pro x *, erit 

I— XX T - X 4 I X* I— X* 4 

r+x+x 3 + X 4 + etc. = 7^- • 7 ~1 ■ ,_**’! — x ■> etc * 
Haec aequalitas inter duas expreffiones abftrufiores, ad quas alia 
occafione reueniemus, valde fane eft memorabilis. 


e- 5 


etc. 


Secundo loco confiderabimus progreffionem hancce 

(.-***)(i-x— *) , 4(.-x")(.-x»- I )(' -x"-«) 

** 7 r*" + * (,-x) (t-xx) +X (i-x) (i-xx) 

«tc. , fiue 


•eiw. » 

i + x’ (m.. )+ x(m, ») + **(«. 3) +**("» 0 ec- 
quam per F.x,tn) denotabimus. Reflringemus hanc disquifitto- 

nem ad cafum eum, vbi m eft integer pofitiuus, ita vt haec quoque 

** - feries 


B a 
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feries femper abrumpatur cum termino m + i lo , qui eft =: 

Quum fit (i»,m) = t,(m, tu — t) = (ro, i), (w ,m — i) = (tn, a) etc., 
progreflio ita quoque exhiberi poterit: 

F{x, m) =x 3 “ -f x 3 ' (ro, i ) + x 3 m - 3 (m, 2) -f x 3 *“ « («, 3 ) + e tc. 
Hinc Iit 

(i + * im **;F(x,m)=i +xV«, i) + x(m,*)-f x*(m, j) -f- etc. 

+ x 3 . x” + X . X”-* (r»+ j ) -t- X* . *'» ~ 2 (m 2) + etc. 
Quare quum habeatur (art. j. il.) 

(m, i) + x “ = (w +i,i) 

(w, a) + x 1 ” -1 (m, i) = (m + i , a) 

(m. 3) + x m ~ 3 (m, a) = (« f i, 3) etc., 
prouenit 

(1 + x*” + i) F(x, m) = jFCx, m -f 1) [3] 

Sed fit F(x,o) = 1 : quamobrem erit 

F(x, t) = 1 -f x 3 

F(x, a) = (i i-x 3 ) (1 + x) 

F(x, i) = (‘ + *’) (1 + *)(•+ x 3 ) etc., 
fiue generaliter 

F(x,m) = (1 + x 3 ) (1 + x)(i +x’).. .. (i -f x 3 m ) r i 


. 10. 

Praemilfis hisce disquifitiooibus praeliminaribus iam propius 
ad propofitutn nofhnm accedamus. Quum pro valore primo ipfius n 
quadrata 1,4,3 .... (i(»—i)) 2 omnia inter fe incongrua fmt 
fecundum modulum n, patet, illorum refidua minima fecundum 
hunc modulum cum numeris a identica efle debere, adeoque 
S co » ahu — co»i»> + coi 4 4 » -j- coj 9 kx -(- etc. -j- co« . $ («— t)) 1 
Z fin aka — fi» kx -f- Hn 4*0» -f- fin 9 it w -(- etc. -f- fio (i (* - 1; j * 4*, ' 

Perinde 

/ ‘ v ' * l 

vi 
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Perinde quum eadem quadrata i, 4, 9 .... (i (» — i)) a ordine ia- 
verfo congrua fint his ( 4 («i + '))“> ($(« + 3 ))S (i(" + i)) 2 .... 
(n — 0 2 j etiam erit 

£ cotakw — co*(J t» + 1 )) 1 A*> + co» (|(» + + etc, + eo«(«t — i) 2 km 

2 fin a IU- rr fin(J(» + >))**» + fio (i(» + }))**» + «c. + fin(*- 

Statuendo itaque 

T— 1 + cosAa» + cos 4 ka> + cos 9 A a» + etc. + cosf» — i) 2 A» 

U = fmA« + fm4A« + finj>A« 4- etc.- + fin (» — i) 2 A w 
erit 

/ 

i +3 EcosaAa» = T 
a 2 fin aAa> — (J 

Hinc patet, fummationes, quales in art. 1. propofitae funt, pendere 
a fummatione ferierum T et U, quocirca, miflis illis, disquifitio- 
nem nofiram bis adaptabimus, eaque generalitate abfoluemus, vt 
non modo valores primos ipHus», fed quoscunque compofitos com- 
plebatur. Numerum A autem fupponemus ad n primum elTe: nullo 
enim negotio cafus is, vbi A et n diuiforem communem haberent, 
ad hunc reduci poterit. 

* 

ir. 

Defignemus quantitatem imaginariam V- 1 per 1, ftatuamusque 
cos ka> + i fin A « = r 

vnde erit r" — 1 , fiue r radix aequationis r" — 1 =1.0. Facile per- 
fpicietur, omnes numeros A, 2 A, 3 A.... ( n — i)A per n non diui- 
fibiles atque inter fe fecundum modulum n incongruos efle: hinc 
poteftates ipfius r 

1 , r, rr, r * .... r"-* 

omnes erunt inaequales, lingulae vero quoque aequationi i"-r=ro 
fatisfacient. Hanc ob caulTam hae poteitates omnes radices aequa, 
tionis *'*— -i=o repraefentabunt. 
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Hae conclufiones non valerent, fi A dioiforem communem 
haberet cum Si enim » eflet talis diuifor communis, foret 

k." per n dkiifibUis , adeoque poteftas inferior quam r n , puta r’, 
vnitati aequalis. In hoc itaque cafu poteftates ipfius r ad fum- 
mum - radices aequationis i = o exhibebunt, et quidem re- 

vera tot radices diuerfas fi fient, fi v efi diuifor communis maximut 
numerorum k, n. In cafu noftro, vbi A et n fupponuntur inter fe 
primi, r commode dici poteft radix propria aequationis x" — 1 = 0 : 
contra in cafu altero, vbi A et n haberent diuiforem communem 
(maximum) », r vocaretur radix impropria iliius aequationis, manf- 

fefto autem tunc eadem r foret radix propria aequationis x"— ■ =o. 
Badix impropria firopliciflima efi vnitas, in eoque cafu, vbi n efi 
numerus primus, impropriae aliae omnino non dabuntur. 

12 . 

Quodfi tam ftatuimus 
IV- i + r + r 4 + r 9 + etc. + 

patet fieri IV=T+ i U, adeoque T efTe partem realem ipfius IV, 
atque U prodire ex parte imaginaria ipfius IV fartore i fupprefib. 
Totum itaque negotium reducitur ad inuentionem fuinmse IV: 
ad hunc finem vel feries in art 6. confiderata. vel ea quam in 
art. 9- fummare docuimus, adhiberi poteft, prior tamen miuus 
idonea efi in cafu eo vbi « efi numerus par. Nihilominus ieftori- __ 
hus gratum fore fperamus, fi cafum eum vbi n impar eft fecundum 

methodum duplicem traftemus. 

Supponamus itaque primo, n efTe numerum imparem, r de- 
dignare radicem propriam aequationis x'- *=o quamcunque, et 
in funrtione /(x« ») Aatui x = r, atque m = « — i. . Hinc - 

patet fieri ■ * ,_x’« 

x— x 
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— f 1 
= — f» 

= — t~ 3 etc. 

— T~ m 



(Haud fuperfluum erit monere, has aequationes eatenus tantum 
valere, quatenus r fupponitur radix propria: ii enim eflet r radix 
impropria, in quibusdam illarum fraftionum numerator et de- 
nominator fimul euanefcerent, adeoque fraftioces indeterminatae 
fierent). 



Hinc deducimus aequationem fequentem 
/(r, » — i) = i 4r~ x + r -3 4 r~ a 4 etc. 4 * 

— (i — r) (i — r 3 ) (i — r s ) .... (i — r'* -9 ) 

Eadem aequatio etiamnum valebit, fi pro r fubftituittir r *, de- 
.fignante A integrum quemcunque ad n primum: tunc enim etiam 
r A erit radix propria aequationis x" — i = a Scribamus itaque 
pro r, r' 1 " 9 fiue quod idem eft r _a , eritque 
!-(-»•* 4 r *4 r '*4 e**. 4r (*■-'>" ~(i -*■•»)(! -r ~ 6 )(t 
Multiplicemus vtramque partem huius aequationis per 
r .r 3 . f s .... r (»-*) = r i ( '— *>* 
prodibitque, propter 

f a + ti«— *)* J— r «(« — 3)*_ t j,(„— i)n + i;n— 0* — f 4 C<« + i)* 
r « + 4C«-i)* = 

r «+ i («->>• y r («-a) (-•-»)* it-»-»)* = r *<« + 5)* etc> 

aequatio 
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aequatio fequens 

4. r i(«-3)* 4. r i(«-e* + etc. + f 4* i 

j.iC'»* *)* _j- -j- «te. 4~ r* (tn ~ n 

= (r-f _, )(r 3 -r“ 3 )(r» - r“») ....(r— a -f"**) 
aut, partibus membri primi aliter dispofitis, 

, 4- etc. +r'* -,)4 =(r-r _ ‘)(r* -r~ 3 )...(r n -*-r~ H * a ) 

[i] 

y a 

* 3 - 

Faftores membri fecundi aequationis [f] ita quoque exhi- 
beri poliunt 

f _ r 1 = - (r "- 1 — f***) 
r 3 _ f -3 = - (r " -3 — r - "* 3 ) 
r s _ r 3 = _ ( r »-« — #■-“* s) etc. 

vsque ad • 

^n - a = — (r* — r - *) 

quo pafto aequatio ifta hanc formam aflumit: 

/F=(— - r~ a )(r 4 - r~ 4 ) (r s - r~ *).... ») 

Multiplicando hanc aequationem per [t] in forma primitiua, prodit 
— j)* ( '‘”’> (r-f _ ‘) (r®-r~ a ) (r 3 - r -3 ).... (r"-» - r -«* i) 

?bi (— eft vel = + 1 vel = — «» prout n eft formae 

4^4-1, vel formae 4^+3. Hinc 

ff/* — -zz {1 -r~ 9 ) (1 -r~ 4 ) (s -r~ 6 ) ... (r -r“ 3 <"—*>) 

Sed nullo negotio perfpicitur, r~ a , r~*. r ~ 6 ....r -8 "*» exhi- 
bere omnes radices aequationis x* - t = o, radice x = i excepta, 
vnde locum habere debebit aequatio identica indi finita 
Cx _ r~ 9 ) (x — r~ 4 ) (x — r"*) .... (x r" 9 "* 2 ) 

= x* _ * -f x M- * + x"- 3 -f- etc. 4- X 4 - I 
Quamobrem flatuendo x = r , fiet 

(, — f “ 9 ) (i — r“ 4 ) (1 - r~°) .... (1 — r - 2 "**) = * 

' . quo . 


/ 
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et quum manifefto fit aequatio noftra tranfit in hanc 

W* - - * • • . • ’* [ 6 ] 

In cafu itaque eo, vbi n eft formae \ + i, fiet 

IV— — Vn, et proin T— — V n, U— o. 

Contra in cafu altero, vbi n ell formae 4M + 3> fiet 
W—±:iVn, adeoque T—o, IJ=. -2; y" «. 

> 4 - 

Methodus art praec. valorem tantummodo abfolutum aggrega- 
torum T, U aflignat, amb'guumque linquit, vtrum fiatuere opor- 
teat Tin cafu priori atque £ r in cafu pofteriori = + V n, an = — Vn. 
Hoc autem, fallero pro cafu eo vbi k= 1 , ex aequatione $ fequenti 
modo decidere licebit. Quum fit, pro /*= i, 
r — t~ x —2i fio» 

r 3 - r _ * = 2i fin3« * 

r 5 — r~* — ii finfw etc. , 
aequatio illa transmutatur in 

W —{ 2 fin» fin }£» fin t « ... finfw — 2)a> 

Iam in cafu eo, vbi n eft formae 4^+ 1, in ferie numerorum 
imparium 

1, 3> ' » 7 i(« — 3). 2O + 0 ...• 0* -2) 

reperiuntur i(n — i)> qui funt minores quam §», hisque manifello 
refpondent finus ppfitiui; contra reliqui ^(n - 1) erunt maiores 
quam i», hisque finus negatiui refpondebunt: quapropter pro- 
duftum omnium finuum llatuendum efl aequale produflo e quanti- 
tate pofinua in multiplicatorem ( — ,)«(»-«), adeoque IV aequalis 
erit produfto e quantitate reali pofitiua in fiue in 1, quoniam 
i* = 1 , atque n - 1 per 4 diuifibilis: i. e. quantitas IV erit realis 
pofitiua , vnde neceiTano efle debebit 
IV - + V n, T= + Vn. 

C. F. Gaufs Summ. quarumd.ftr. Tam, 7 . 


C 


In 
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In cafu altero, vbi n eft formae 4M+3 in ferie numerorum 
imparium 

i, 3. t. 7 i(« - i), \(n+ i) .... (» — 2) 

priores -J(n -f i) erunt minores quam in, reliqui ^(n — 3) autem 
maiores. Hinc inter finus arcuum «, 301, — 2)01 ne- 

gatiui erunt $(« — 3), adeoque IV erit produftum ex»* < ' ,_,> in 
quantitatem realem pofitiuam in ( — faftor tertius eft 
== i*>"3) | q U i C um p r i mo iunftus producit — quoniam 
i"~ a z=i. Quaraobrem neceftario erit 
&'— + i \ r n, atque U = + \fn. 


>!■ 


lam oftendeirus, quo paflo eaedem conduflones e progref- 

fione in art. 9. cpnfiderata deduci poffint. Scribamus in aequ. [4] 
jl _ . 

pro x*, — « ) 1 , eritque 




-«r 2 


+ y' 


( f — y" a "O (t - 

(»“ (‘-y 4 ! 


(| — t/-*'») (1 - a ) (r.— y' 4 ) 


(1 - j/- a ) (1 -y («-!/" 

, i- e r - - 1 

vsquc ad terminum m + 1 




+ etc.. 


=(1 -sr f )(i+y *) •••[?] 

Qnodfi hic pro ;/ accipitur radix propria aequationis 5" — 1 = o. 


puta r, atque 

fimul ftatuitur ni = n — 1, erit 



1 

- «“'• __ r * 


' * 

1 - tj~~ 

1 — r 5 



I _ 

1 - r 4 



,-y~* 

_ 1 -r~ 4 ” f4 

•*. ' 

... t - - *- 

| — ij 3 tw 4 

1 — r‘ 

T ‘ f 

•* *, «J 

.V 




* »“* 

vsque ad 

“ >- r -« “ f etc - 

r- 

i 

• - y" 2 


1 

♦ 




▼bi 
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vbi notandum, nullum denominatorum 1 — r~ 2 , 1 — r~* etc. 
fieri = v. Hinc aequatio [7] hancce formam affumit 
1 + r + r* + r* + etc. + r-'*-»* = 

(1 — r~‘) (i+r J ) (1 — r“ 3 ) .... (1 -f- r~ n * x ) 
Multiplicando in membro fecundo huius aequationis terminum pri- 
mum per vltimum, fecundum per penultimum etc., habemus 
(1— r~ l ) (i+r — * 1 ) = r—r~ l 
(, + r -i) (, — r~ n * *) — r «-* — f “«+* 

(1 — r~ 3 ) (i+r'’' ,+ s ) = r 3 — r - * 3 

(i + r -4 ) (1 — f “"*■*) — r'*~ 4 — r ~ n * 4 etc. 

Ex his produftis partialibus facile perfpicietur conflari produftum 
( r-t - 1 ) (r 3 -r~ 3 ) (r* -r"*) .... (r" -4 -r“" * 4 ) (,>«-* - r -«+*) 
quod itaque erit = 1 + r + r 4 + r 9 -f- etc. -f- r {n ~ 1)X = U?. 
Haec aequatio identica eft cum aequ. [«] io art. is. e progreffione 
prima deriuata, ratiociniaque dein reliqua eodem modo adftrueo- 
tur, vt in artt 13. et 14. 


i fi. . 

Transimus ad cafum alterum, vbi « eft numerus par. Sit 
primo 11 formae 4 /w + 2 fiue impariter par, patetque, numeros 
i»n, (J n + i) a — 1, (J n + 2) 2 — 4 etc. fiue generaliter 
(j»+ A) s — A A per in diuifos producere quotientes impares, 
adeoque fecundum modulum n congruos fieri ipfi | n. Hiuc colli- 
gitur, 11 r fit radix propria aequationis x n — i=o, adeoque 

r *’* = — < > fieri 


C * Hinc 


r (i» + 0 _ 


— r 

— r* 

— r° etc. 


t 


\ 
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Hinc in progreffione 
i+r+f + f’ + etc. +r (M_,) * 

a 

terminus r ( * n) deftruet primum» fequens fecundum etc., adeoque 
erit IV— o, T—o, U— o. 

* , % 

17- 

Supereft cafus, vbi n efl formae 4 u fiue pariter par. Hic 
generaliter (|«4-A) 2 — A A diuifibilis erit per n, adeoque 

, T (i » * 0* _ 

Hinc in ferie 

1 + r + r 4 + r» + etc. + 

terminus r ( * n) aequalis erit primo, fequens fecundo etc., ita 
vt fiat 

IV—2(i-j-r + r 4 + r° + etc. + ) 


lam fupponamuff, in aequ. 7. art. tf. fiatui ni—ln — r, et 

pro y accipi radicem propriam aequationis y " — —0, puta r. 

Tunc perinde vt in art. r*. aequatio fequentem formain obtintt: 

2 

1 + r + r 4 etc. + 

= (1 -r~‘) (1 + r~ 2 ) (t — r -3 ) .... (1 — 

fiue 

/F=2(i-'r- , )(t + »- B )(i-r- 3 )Ci+r- 4 )...(«-r'»"* , ). : . . [<3 


Pcrro quum fit r*" = 

1 + r“ a = — r»" - * (1 — t 
1 + r~ 4 = — r i n— 1 (1 - r 
i-fr~°= — r* n — 6 (i — r 


— t , adeoque 

— J » >1« 4 ^ 

— i n tfi 6 \ 

* ) etc. 


produflum- 


t 
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produftumque e fafloribus — r*” a , — f »* 4 , — 6 etc. 
vsque’ad — r 3 fiat = (— r Tj nn_ «" f aequatio praece- 

dens ita quoque exhib*ri poteft 

f**"" - r -1 ) (i-r~ a ) (l-f 3 ) 

,d— r-*).... d-r-i"*') 

Quum habeatur 




— r ~ 1 (c — r -H + *) 


l — r 

i — r~ 2 = — r -3 d — r“"+ 3 ) 
i — r~ 3 = — r ~ 3 (i — r~» * 5) etc. 
erit 

(, — r"«) (r — r~ 3 ) (r — r ~ s ) ... (i — fr*"**) 

.=(-1)*"** r* r"*"" 3 j...(r-r* n *‘) 

adeoque 


iV- 2 (— i)* 


1 n — 2 — ’ nr* 


(i— r 


— 4 - n— t 


) Ct — r-i"-*) 


— 3 ) d-r-"* 1 ) 

h^ultiplicando hunc valorem ipfius JF per prius inuentum, adiun- 
gendoque vtrimque faftorem i — r •* , prodit 

(i — r -3 ”) /r a =4(— i)" -3 r~* n (i — r->) (r - r * 3 ) 

(i — r -3 ) .... (i — r - "* ‘) 

Sed fit 

ifl 

i — r 1=2 
(— i )"~ 3 = — t 

— {n ii . 

r » = — r* 

(, _r“') d — r~ 3 ) (« — r“ 3 ) .... (i— f-"**) =n 
Vnde tandem concluditur 

W~ — 2 r*"n [»] 

lam facile perfpicietur, r*" efie vel = -f- i vel =s — i, prout fcill- 
cet k vel formae 4^+ 1 fit, vel formae 4/u-}*3. Et quum fit 
ti=(i+i>*, — 2t=(i — i) 2 , erit 

in 
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in cafn eo. vbi i eft formae 4M+i, 

{{/— ziz (i i/ V n , adeoque r—U^ — Vn 
in cafu altero autem , vbi k eft formae 4 jk ?, 

Iff—ztzt i — i)\ r n , adeoque T = — £/=— v'«. 

18. 

Methodus art. praec. valores abfolutos funfiionum T, 17 fup- 
peditauit, eonditionesque afiignauit, fub quibus figna aequalia vel 
oppofita illis tribuenda lint: fed ligna ipfa hmc nondum determi* 
nantur.- Hoc pro eo cafu, vbi ftatuitur k — \, fequenti modo fup« 
plebimus. 

Statuamus cos|« 4 -t fw£«, ita vt fiat r = ?f, patetque, 
propter ( n =— « aequationem & ita exhiberi polle 

fiue faftoribus alio ordine dispofitis 

» r =(i + e / )(« + r 4 )(«+e 0 )('+r 8 ).-(«+e"“* 4 )(»+e"'* ) 

Iam fit 

1 g a — 2 5 cos i u . 

1 4-g -4 = cos» 

J Q~ a = 2 (J 3 cosf» 

1 -f- g *" 8 = 2 g ~ 4 cos 1 ea etc. 
vsque ad 

1 + e _n * 4 = 2 e “ i " +1 

i+e" -s coste» — J)» 

Quamobrem habetur 

lF~i * n ~ 1 ^"cosi« cos» cos j» .... coste* - 5 )« 

Cofinus in hoc produttum ingredientes manifelto omnes poiitiui 
funt, faflor g iri autem fit = cos 4 ?° -fi fin4S° = O+fjvte.. 
Hinc colligimus, IF efie produftum ex 1 in quantitatem realem 
pofitiuam, vnde necelfario efle debebit 

W - (1 + i) Vn, r= + V», £ 7 = + ^*. 

19 . 
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19 . 

Operae pretium erit, omnes fummationes haftenus euoiutas 
hic in vnum confpeftum colligere. Generaliter fcilicet eft 


- r— 

£/= 

prout u eft formae 



4 ,« 

±/« 

0 

4, w + » 

O 

0 

4 M+l 

O 

n=/« 

4« + ? 


et in cafueo, vbi k fuppanitur = 1 , quautitati mdicalt fignum pofi- 
tiiium tribui debet. Omni itaque mu rigore ea, quae pro valori- 
bus primis ipfius n in art. 3. per inductionem animaduerteramus» 
•demonftrata funt, nihiique fupereft, mfi vt figna pro valoribus 
quibuscunque ipfius I in omnibus cafibus determinare doceamus. 
Sed antequam hoc negotium in omni generalitate aggredi liceat, 
primo cafus eos, vbi n eft numerus primus vel numeri primi 
pcteftas, prepius confiderare oportebit 

* .' flo. 

Sit primo r numerus primus impar, patet que per ea, quae it» 
8ft. 10. expofuimos, elVu /r s - Jl" k , (1 fb tuatur 

it = cos» i (in te , denotante a vt illic inuefinite omnia refidua 
quadratica ipfius n inter 1 et n — 1 contenta. Quodfi quoque per b 
indefinite omnia nou- refidtia quadratica inter eosdem limites ex- 
primimus, nuito negotio perfpioitur, omnes numeros ak congruos 
fieri fecundum modulum n vel omnibus a vel omnibus b (nullo 
or.!io ; s refpeflu habito), prout k ve! refiduum Iit vei noti -refiduum. 
Quainobrem in cufu priori erit 

IV- , + nA’“- 1 + /?+ R* + R» + ctc. 4- 
adeoque IF=- + V"n, fi n eft formae 4 «+i» atque 11 '= + i v r n, 
fi n tit formae ^ + j. * 


Contra 
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Contra in cafu altero, vbi k eft non-refiduum ipfius», erit 
W- i + izR* 

Hinc quum manifefto omnes a, b complexum integrum numerorum 
i, 2, 3 ... expleant, adeoque fit 
zR a + 2-ff* = R + R 2 + R* + etc. + R n ~ l = — i 
fiet 

ir=— » — iR % = — (r + i?-f R* + R° -f- etc. + R"‘-')*) 
adeoque IV— — V n, fi n eft formae 4 ,« + i > atque IV = — i V n, 
fi n eft formae 4^+3. 

Hinc itaque colligitur * 

primo, fi n eft formae 4^+1, atque k refiduum quadraticum 
ipfius n, 

T- + /»„ U- o. ' 

fecundo, fi n eft formae 4A*+ t , atque i non-refiduum ipfius n, 
T— — V n, U-o. 

tertio, fi n eft formae 4 jw+ 3> atque k refiduum ipfius», 

T-o, £/=-+/». 

quarto, fi « eft formae 4^+3, atque k non-refiduum ipfius «, 
T- o, U=—\ r n. 


21 . 

' r 

Sit fecundo n quadratum altiorue poteftas numeri primi im- 
paris p, ftatuaturque n — p 2 , q, ita vt fit q vel =1 vel =p. Hic 
ante omnia obferuare conuenit, fi A fit integer quicunque per p* 
non diuiiibilis, fieri 

‘f 

r A t) rC**I ,s P v) -f- 7) -f- etc. -j- rC A, i , "~ p f) 

= r AA {' -j- r» A J> 9 + f 4 A P 9 -f-r 6A P v + etc. -f r aA t»— p"v)} 

AX ^ f ^ _ p 2 A nj 

= ; = o- 

1 - r**p t 0 

* Hinc 
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Hinc facile perfpicietur, fieri 

* 2 * 2 « 2 » m 2 

IV— \ '\-rv -j- r 4 p + r 9 p -f- etc. + rC n— v ) 

Termini eDiin reliqui progrefiionis 
• + r + r* + r° + etc. + 

distribui poterunt in p K — i progrefiiones partiales, quae fingulae 
fint p' q terminorum, et per transformationem modo traditam 
fummas euanefccntes conficiant. 

Hinc colligitur, in cafu eo, vbi fit q — i, fiue vbi n efl 
potefias numeri primi cum exponente pari, fieri 
W— p‘ — -f- Vn, adeoque T—-\-Vn, U— o. 

Contra in cafu eo, vbi q—p , fiue vbi n efl: poteftas numeri 

primi cum exponente impari, ftatuemus r? —q, vnde q erit radix 

.. k .1 

propria aequationis x ?- i = o, et quidem <>= cos - 36 o°rl-ifm - 360*, 

P P 

ac dein 

W - 1 + e+ e 4 + e B + <? tc - + o* 

=p- (1 + e + e 4 + e B + etc. + *<«•-»>•) 

. Sed fumma feriei i + e + e 4 + e P + etc. + per 

art. praec. determinatur, vnde fponte concluditur, fieri 
IV — as V n — T, fi fuerit p formae 4 /tt-f- t» 

IV = iVn = i U, fi fuerit p formae 4//+ 3 » 

figno pofitiuo vel neg 3 tiuo valente, prout k fuerit refidoum vel 
non- refiduum ipfius p. 

22. 

Facile quoque ex iis, quae in artt. 20. et 2T. expofita funt, 
deriuatur propgfirio fequens, quae infra vfum notabilem nobis 
praeftabit. Statuatur 

IV— 1 + r* + r 4/l + r D, ‘ + etc. + »-•*(—*>*; 

C. F. Gaufs Summ, quiru.mi.ftr. Tom. I. D 


deno- 
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denotante h integrum quemcunque per p non diuifibilem, eritqoe 
in cafu eo, vbi n~p, vel vbi n eft poteftas ipfius p cuna expo- 
nente impari, 

W — IV, fi fuerit h refiduum quadraticum ipfius p, 

W* — — IV, fi fuerit h non-refiduum quadraticum ipfius p. 

Patet euim, W' oriri ex W , fi pro k fubftituatur kh; in cafu priori 
autem k et kh fimiles erunt, in pofteriori dillimiles, quatenus funt 
r^fidua vel non - refidua ipfius p. 

in cafu eo autem, vbi n eft poteftas ipfius p cum exponente 
pari, manifefto fit IV' — Vn, adeoque femper tV— IV. 

In artt. 20. 21. 22. confiderauimus numeros primos impares, 
taliumque poteftates: fupereft itaque cafus, vbi n eft poteftas binarii. 
Pro H —2 manifefto fit IV— i -f- r — o. 

Pro n = 4* prodit IV = i + r + r* r° a, + tr: hinc 
TV—z + ii, quoties k eft formae 4^4-r, atque W —% — ai» 
quoties k eft formae 4 + !• 

Pro n=8 habemus IV— 1 + f + r 4 + r e +r I<} +r 2S + r ,<5 +r 4p 
= ari'4»’ + 2r 4 = 4r. Hinc erit 
lVz=. (i -J-i) ^8, quoties k eft formae 8«+l 
W = ( — 1 -f- r) V a , quoties k eft formae 8 M + J 
W = ( — 1 — i) V" 8 , quoties k eft formae 8 A* + f 
W— (1 — i) V8> quoties k eft formae 8^ + 7. 

Si n eft altior poteftas binarii, ftatuamus n~2 t, q, ita vt j 
fit vel =;i vel = 2, atque x maior quam i. Hic ante omnia obfer* 
vari debet, fi A fit integer quicunque per a«— * non diuifibilis, 
fieri 

r AA -f- rC*’* 4 -*''?)® -|- -f e tc. -f r(* 

= r‘ A {i-br 1 '’ I "*v+r sa "’*" A » + r* »■ etc. 4- rf 41 * -***’«)*} 

r AA (1 — r 1Kn ) 

~ = °* TT . 

1 — r 4 T A « .Hinc 
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Hinc facile perfpicietur , fieri 

IV- i + r«*‘" s 4- f 4-* a “* + r9 »*“‘*'+etc. 

Statuamus r**“*=^. eritque <> radix' aequationis x*v— j—o, 
k k 

et quidem cos — i6o° + ifin-- i<So°} dein fiet 

tv= > + e + e 4 + e° + etc - 

= a*-‘(i + e + e 4 + e # + etc - + 

Sed fumma feriei i + e + e 4 + e° + ®* c - + C C4?— l) *perea quae 
de cafibus » = 4» n=8 explicauimus, determinatur, vnde colligimu* 

in cafu eo, vbi q= 1 , fiue vbi n eft poteftas numeri 4, fieri 
fV—( t -f j)a* = (i +i)V n, fi fuerit k formae 4^+ 1, 

W—{ 1 — !)2*=(t — i)V n, fi fuerit k formae 4/*+ 3* 
quae funt ipGflimae formulae pro m= 4 traditae; 
in cafu eo autem , vbi q — 2 , fiue vbi n eft poteftas binarii cum 
exponente impari maiori quam 3, fieri 

fV={i + i) 2 * V" 2 — ( 1 fi fuerit k formae 8jw+ r 

, +«)2*v r 2 =(— i +i)</n, fi fuerit k formae 8/u + 3 
IV— ( — 1 — i) 2* v^2 ={ — 1 — i)v r «, fi fuerit k formae 8 v\rS 
jV— ( , — i) 2* V 2 =-(' - »; Vn, fi fuerit k formae 8 m + 7 
quae quoque prorfus conueniunt cum iis, quae pro m = 8 tradidimus. 


24- 

Etiam hic operae pretium erit, rationem fummae progrdfionis 
jyi — | fh .p. r <>‘ -j-r9 ft + etc. -f- r h (' , — , ) 
ad kV determinare, vbi /1 integrum quemcunque imparem denotat. 
Quum W’ oriatur ex W % mutando* in kh, vator ipfius W perinde 
a forma numeri kh pendejjit, vt W a forma ipfius k. Statuamus 
jy • 

. — =z /, patetque 

^ _ ( 4 

Da I. m 
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28 

I. in cafu eo, vbi n = 4* vel altior potefias binarii cum expo- 
nente pari, tieri 

/=i, fi fuerit /i formae 4/4+ r 

t — — i, fi fuerit h formae 4/4 + 3, atque k formae 4/4+ t 
/ = + i, fi fuerit h formae 4/4 + 3, atque k eiusdem formae; 

II. in cafu eo, vbi n = 8 , ve! altior potefias binarii cum expo- 
nente impari, fieri' 

/= j, fi fuerit h formae g/t + r, 
l — — 1 , fi fuerit It formae g u + t, 

1 = + i, fi fuerit vel h formae g u -j- 3 , atque k formae 4 /e -f- 1, 
vel h formae 8 , «4* 7, atque k formae 4//.+ 3, 
l—~ r, fi fuerit vel h formae fc/i+j, atque k formae 4/4+3, 
vel h formae 8« + 7, atque k formae 4 u + 1. 

% 

Per praecc. determinatio fummae JFpro iis cafibus, vbi n eft 
numerus primus vel numeri primi potefias, complete perfefta eltr 
fupereft itaque» vt ccs quoque cafus abfoluamus, vbi n e pluribus 
numeris primis compofitus efi, buc viam nobis flernet theorema 
fequeus. 

Theorema. Sit n produftum e duobus integris pofitiuis inter 
fe primis a, b> ftatuaturque 

P — 1 + r aa + f * aa + r 9 «« + etc. + r(t— »)*«■ 

Q~ 1 + r * + r<it' + r 9 1 1 + etc. + r C* — *) * b 
Tum dico fore W — P Q. 

Dtmcnflr. Defignet a. indefinite numeros c r r, 2, 3.... a — r, 
iS indefinite numeros o, 1,2,3 .... b — >, » indefinite numeros 
o, 1, 2, 3 .... n — 1. Tunc patet tJTe 
P = Xr amr,f » Q = 2r is **, tV — Xr" 

Hinc 
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Hinc erit P Q = Zr aa,f * bh, ‘* > fubftituendo pro * et /3 omnes 
valores, omnibus modis inter fe combinatos; hinc porro propter 
zaba.0— 2 * 0 ti, erit i 5 Q = ZrO« , l'&*) a . Sed nullo negotio per» 
fpicitur, iingulos valores ipfius a /3 + ba inter fe diuerfos efle, 
atque alicui valori ipfius v aequales. Hinc erit P Q = 2r”‘ s IV. 

i * 

Ceterum notandum eft, r aa efle radicem propriapi aequationis 
x b ' — i = o> atque r bb radicem propriaro aequationis x a — i —o. 


• . - 26. 

Sit porro n produftum e tribus numeris inter fe primis a, b, c r 
patetque, fi flatuatur bcz=b', etiam a et b‘ inter fe primos fore; 
adeoque W produftum e duobus fafloribus 
i -f- r“* -}- r* aa + r 9*<* -1- etc. + rC 4 '-*) 2 -* 
l -j- fb‘1' _|_ (-4 W -j- fgWl' -j- etc. -j- r( a — 

Sed quum r aa fit radix propria aequationis x bc — i = o» erit ipfe 
faftor prior produftum ex 

i + i> bb -f- f4 44 + (>9 44 -f- etc. 4- ^(«-O* 44 

* + e” + c 4c * + e 9 " + etc - + e (i-,) * c * 

fi ftatuitur r tt0 — Hinc patet, IV efle produftum e faftori- 
bus tribus 

I _J_ r tibtc _J_ r 4bl-ie _J_ r glbte _J_ e { c< _|_ f (a — 

j «J. f<aacc .J. f -4 aaec 7-9 aaec «j- gfc, -J- y(J> — i)-aac* 

j ynabb y \ a ahb yQaabb (;tC. ”}“ f C c ““ 0 2 0 * 

vbi r bb “, r OB4C , r aebb erunt refp. radices propriae aequationum 
X * — 1=0, x l — 1 = 0, x c — 1 = o. 
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47. 

Hinc facile concluditur generaliter, ii n fit produflum e fa flo- 
ribus quotcunque inter fe primis a, b, c etc. . W fieri produflum 
e totidem fafloribus, qui fint 

nn 4 nn 9 n n (a — i) a ni* 

i-fr®* -f r ** + r •• + etc. + r “ 

nn 4 nn 9«« (6 — i) 1 »» 

j -j- r ** + r ** fl- etc. fl- r ** 

nn 4”<* 9»n (< — i) J nn 

i f 4 * + r *' + r e * fl- etc. + r ** etc. 

«i m n /x M n 

vbi r**, r**, r** etc. erunt radices propriae aequationum *■ — i 
— o, at* — i = o, *• — i = o etc. 

28. 

Ex bis principiis tranfitus ad determinationem completam 
ipfius W pro valore quocunque ipfius n fponte iam obuius eft. 
Decomponatur fcilicet n in faflores a, b, c etc. tales, qui fint vel 
numeri primi inaequales, vel poteftates numerorum primorum in- 

n n n n n n 

aequalium, ftatuatur r aa = A, r lb = B, r ee =C etc., eruntque 
A, B, C etc. radices propriae aequationum — i = o, ac* — i 
= o, X* — i=o etc. , atque JV produflum e fafloribus 
j + A + A* + A* + etc. + 

i + B + B* + B° + etc. -1- 2?t* — O* 

i fl- C+ C* + C 9 + etc. + CC«-*>» etc. 

Sed hi finguli faflores per ea quae in artt. ao. 2 f. 3 J. docuimus, 

determinari -poterunt, vnde etiam valor produfli iunotefcet. Regu- 
las pro determinandis illis fafloribus hic in vnum obtutum colle- 

giffe haud inutile erit. Quum radix A fiat = ^ , aggre- 
gatum i A A * A 9 etc. -f- A C 4-1 )*, quod per L de- 

. notabimus, 
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notabimus, perinde per numerum — determinabitur, vt in disqui- 

a 

/itione noflra generali IV per L Duodecim iam cafua funt 
didingueudi. 

I. Si a ed numerus primus formae 4ju+r, puta = p, vel 

potedas talis numeri primi cum exponente impari, fimulque — 
refiduum quadraticum ipfius p, erit L—^Vo. 

II. Si manentibus reliquis, ed non- refiduum quadraticum 
Ipfius p , erit L — — V a. 

III. Si a ed numerus primus formae 4ft+3 f puta —p, vel 

potedas talis numeri primi cum exponente impari, fimulque — 
refiduum quadraticum ipfius p, erit L = + iVa. 

k H 

IV. Si manentibus reliquis vt in III, — ed non-refiduum 

quadraticum ipfius p, erit Z = — iVa. / 

V. Si a ed quadratum, altiorue potedas numeri primi (im- 
paris) cum exponente pari , erit L — Va. 

VI. Si a — 2, erit Z,=ro. 

VII. Si u — 4, altiorue potedas binarii cum exponente pari, 
k n 

fimulque — formae 4 p. -+■ 1 , erit L = (t +1) V a. 

k n 

VIII. Si manentibus reliquis vt in VII, — ed formae 4/* + 3, 
trit L = ( 1 — i) V a. 

IX. Si a — 8 , altiorue potedas binarii cum exponente impari, 
it n 

fimulque — formae 8<« + 1» erit L=:(i + 0 V a. 


X. Si 
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X. Si manentibus reliquis vt in IX» — eft formae 8 i“ + 3 * 
erit L = ( — i + i) V a. 

. kn 

XI. Si manentibus reliquis — eft formae 8 A* + f > «rit 
L = ( — i — ») V a. 

■ | k n 

XII. Si manentibus reliquis — eft formae 8 m 4 * 7 » errt 
L — (i — i)Va. 

, / 

29. 

Sit exempli caufia «=2520=8.9.5.7» atque £=13. 
Hic erit 

pro a=8) per cafum XII, Z. = (r — i) V8 
pro faftore 9 , per cafum V, fumma refpondens erit = V 9 
pro faftore 5 , per cafum II, fumma refpondens erit = — Vt 
pro faftore 7 , per cafum III , fumma refpondens erit = ft- i V f 
Hinc fit JF=(i— i).(— i). V 2520 = (— 1 — /) V2f20. 

Sit pro eodem valore ipfius n, i = i: tutic refpondebit 
faftori 8 fumma ( — 1 + i) V" 8 
faftori 9 fumma V 9 
faftori T fumma V T 
faftori 7 fumma — iV 7. 

Hinc conflatur produftum W—( 1 -f i) V 2520. 

, ' * 

30. 

Methodus alia, fummam TV generaliter determinandi, petitur 
ex iis, quae in artt. 221 24. expofita funt. Statuamus cos« +i {ia a 

nn nn n n 

= 5, atque <>“* = «, (J 6fr = / 3 , = y etc., ita vt habeatur 

r = jj — a. k , B = , C=y k etc. Tunc erit 

1 + e + e 4 + + etc - + 

produftum 
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produftum e fafloribus 

]+»f * 4 +« e + etc. 4" a C* — «5* 

* + /3 + jS 4 +/S° 4 - etc + /SC & - 0 * 

* 4* 7 4" 7 4 + 7 9 + etc. + yO— f )* etc. 
adeoque W produfhim e faftoribus 

+?’ + etc. + O* 
i + A + + A° + etc . + Ai— O* - 

i -f- * + “ 4 + «° 4* etc. + aC« — 0* 

^ i + B + H* + + «tc. + £(*-•)* 

i 4-"/3 4- fi 4 4 - .fi 14 4-’ew.~4 r ^ 3 o* 

» 4- C 4 - C 4 4- C 9 4* etc. 4-CO— >)* 

C ~»4-?4-7 4 4->‘ , 4- etc. 4- 7 («—»)* etc ' 
lam farior primus w determinatus eft per disquifitiones fupra tra- 
ditas (art. is.); faftores reliqui vero H, € etc. prodeunt per 
formulas artt. 22. 24. , quas vt omnia iunfta habeantur hic denus 
colligimus *). Duodecim cafus hic funt diftinguendi, fcilicet 


I. Si a eft numerus primus (impar) — p, vel talis numeri 
poteftas cum exponente impari, atque k refiduum quadraticum 
ipfius p, erit farior refpondens 2f=4" *• 

II. Si manentibus reliquis k eft non- refiduum quadraticum 
ipfius p, erit 2( = — 1. 

III. Si a eft quadratum numeri primi imparis, altiorue eius 
poteftas cum exponente pari, erit 21=4- 1. 

IV- Si a eft = 4 , aut altior binarii poteftas cum exponente pari, 
fimulque k formae i/* + 1 , erit 'H ss -J* 1. 

V. Si, 

r . ’ » 

*) M»oifefio, qn»e illic cr»nt k ef fc, bic emot * et k refpettn factoria 

"fetandi, V et k «efuecia feclori* (eitii etc. 

0 

C. F. Gaufs Sinum. <j uarumd ftr. Tom. I. 


E 
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V. Si, manentibus reliquis vt in IV, k eft formae 4/4 + 3, 

atque — formae 4/i + r , erit H — — i. 
a 

VI. Si, manentibus reliquis vt in IV , k eft formae 4/4 + 3, 

atque formae 4 /4 + 3 , erit % = 4- i. 

Vif. Si a eft =8, aut altior binarii poteftas cum exponente 
impari, atque k formae 8 /* + « , erit H— + *• 

VII!. Si, manentibus reliquis vt in VII , k eft formae 8« + f» 
erit X = — 1. 

IX. Si, manentibus reliquis vt in VII, k eft formae 8/4 + 3, 
atque jj- formae 4 /4 + 1 , erit X = + i. 

X. Si, manentibus reliquis vt in VII, k eft formae 8/4+3, 

n „ . „ 

atque — formae 4/4 + 3, erit a = — 1. 

XI. Si, manentibus reliquis vt in VII, k eft formae 8/t + 7> 

atque — formae 4/4+1, erit X = — i. 

* 

Xlf. Si, manentibus reliquis vt in VII» k eft formae 8,44 + 7, 

» , 
atque — formae 4/4 + 3 , erit A = + r. 

Cafum eum, vbi «=2, praeterimus; hic quidem X foret 

o 

= — liue indeterminatus, fed tunc femper IVzz 0. 

Faftores reliqui ©, £ etc. perinde pendent a b, c etc., vt 
X ab a, quatenus in illorum determinationem ingrediuntur. 

3 /. 
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3 «. 

Secundum hanc methodum alteram exemplum primum art. 29. 
ita fe habet: 

Faflor w fit =(1 + i)V 2? 20. 

Pro o=c 8 faftor refpondens 2 f fit, per cafuro VIII , = — 1. 
Faflori ipfius n fecundo 9 refpondet faflor -f- 1 (per cafum II!,). 
Faftori s refpondet faftor — 1 (per cafum ILX 
Faftori 7 refpondet faftor — 1 (per cafum II.). 

Hinc conflatur produflum IV— (— j — ijv'" 2520, vt in art. 2f. 

32. 

Quum vaior ipfius IV per methodos duat determinari poflit, 

n k nk 11 k 

quarum altera relationibus numerorum — , , — etc. ad nu- 

n 0 c 

merps a, b, c etc. innititur, altera vero a relationibus ipfius k 
ad numeros a, b, c etc. pendet, inter omnes has relationes nexus 
qnidam conditionalis intercedere debet, ita vt quaeuis e reliquis 
determinabilis ede debeat. Supponamus, omnes numeros a, b, c etc. 
effe nurtleros primos impares , atque k accipi = t ; distribuanturque 
factores a, b, c etc. in duas clafles, quarum altera contineat eos, 
qui funt formae 41*+ 1, et qui denotentur per p, p', p" etc., 
altera vero confiet ex iis, qui funt formae 4^+ 3 > et qui expri- 
mantur per q, q', q" etc.: multitudinem pofteriorum defignabimus 
per m. His ita faftis, obferuamus primo, n fieri formae 4M+ «> 
fi m fuerit par (quorfum etiam referri debet cafus is, vbi faftores 
claflis alterius omnino defunt, fiue vbi m = o), contra n fieri 
formae 4^ + 3, fi m fuerit impar. Iam determinatio ipfius IV per 

methodum primam ita perficitur. Pendeant numeri P, P 1 , P" etc., 

n n n 

Q, Q', Q'' etc. ita a relationibus numerorum -» — / p t etc., 

, — etc. ad numeros p, p', p " etc,, q, q q" etc. refp., 
q q‘ q u 
vt fiatuatur 

E 9 JP= + i, 



36 CAROL. FRID. GAVSS 


P = -+- i , fi ~ eft refiduum quadraticum ipfius p 


P — — i, fi — eft non- refiduum quadraticum ipfius p 

et perinde de reliquis. Tunc erit IV produftum e faftoribus PVp, 
P'V p' , P" V p" etc., iQV q, iQ‘s r q', i Q" >T q ‘ etc., adeoque 
IV- P P " ... QQ' Q"... i" V» 

Per methodum fecundam, aut potius ftatim per praecepta art. 19., 
erit 

lV=z + Vn, fi n eft formae 4/K-j-i, vel quod eodem redit, 
fi m eft par, 

IV — W n, fi n eft formae 4 p + 3 * vel fi m eft impar. 

Vtrumque cafum fimul complefti licet per formulam fequentem: 

IV — t mm Vn. 

Hinc itaque colligitur 

PP'P“ ... QQ'Q"... — i mm — m 
Sed i* m— m fit =1 > quoties m eft formae 4/w vel 4 atque 

= — 1 , quoties m eft formae 4 p. + 2 vel 4 p -j- 3 , vade dfducimus 
fequens elegantiftimum 

TneoBRMA. .Denotantibus a, b, c etc. numeros primos im- 
pares pofitiuos inaequales, quorum produftum' ftatuitur —n, et 
inter quos m fint formae 4/u-{-3, reliqui formae $p-\- <: multi- 
tudo eorum ex his numeris a, b, c etc., quorum noin-refidua 
n n n . . ■ 

reTp. funt -, ^ , - etp., par erit, quoties m eft formae 4 p vel 

4 A» 4- 1 , impar vero, quoties m eft formae qp + s vel 4,u + j. 


Ita e.g. ftatuendo o = 3 , b—\, f=7> d=n, habemus tres 
numeros formae 4,u-(- j, puta 3, 7 et 1 1 ; eft autem 5.7. m Ra 

3.7.11 Ra 3 . 5* . 1 1 Rfi 3.5.7 iVii> fiue vnicus ^ eft nem- 

d 

refiduum ipfius d. 
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33 - 

Celeberrimum theorema fundamentale circa re/idua quadrati» 
nihil aliud eft, nifi cafus fpecialis theorematis modo euoluti. 
Limitando fcilicet multitudinem numerorum a, b, e etc. ad duot, 
patet, fi vnus tantum ex ipfis, vel neuter, fit formae 4/« + 3, fieri de- 
bere vel fimul aRb, bRa, vel fimul a Nb, b Na; contra fi vterque 
eft formae 4^ + 3, vnus ex ipfis alterius non-refidtium efle debe- 
bit, atque hic illius refidqum. Eo itaque demouftrationem quartam 
huius grauiflimi theorematis, cuiqa demouftrationem primam et 
fecundam in Disquifitionibus Arithmeticis, tertiam nuper in com- 
mentatione peculiari tradidimus (Commenti. T. XV -1 p. 6 ^): duas 
alias principiis rurfus omnino diuerfis innitentes in pofterum expone- 
mus. Summopere fane eft mirandum, quod hocce venuftilTimum 
theorema, quod primo omnes conatus tam pertinaciter eluferat, tot 
poftea viis toto coelo inter fe diftantibus adiri potuerit. 

, ‘ M. ' 

Etiam theoremata reliqua, quae quafi fupplementum ad 
theorema fundamentale efficiunt, fcilicet per quae dignofcuntur 
numeri priini, quorum refidua vel non-refidua funt — 1, -J- i 
et — a, ex iisdem principiis deriuari poliunt. Incipiemus a 
refiduo + 2. 

Statuendo b = 8«, ita vt a fit numerus primus, atque k = r, 
per methodum art 28. IF erit produftum e duobus faftoribus, 
quorum alter erit +Va, vel +iV a, fi 8> vel quod idem eft 2, 
eft reliduum quadraticum ipfius at contra V a vel — » Va, fi 2 eft 
non- refiduum ipfius d. Fatlor fecundus autem eft 
(1 + 0 'f 8 * fi a eft formae 8 M + 1 
(— (I fi a eft formae 8 1*- + 3 ' ;• 

( — 1 — i) v'" 8 , fi a eft formae 8 A* + f 
< (1 — t*)V 8* fi a eft formae b^ + 7 


Sed 
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Sed pir art. 1 8 . femper erit fV= (i + i)Vn; diuidendo liunc 
valorem per quatuor valores fafloris fecundi, patet, faflorem primum 
fieri debere 

i 4 -V a, fi a efl: formae S/u + r 

— iV a, fi a eft formae 8 p 4 * 3 

— V a, fi a eft formae 8 ,«+ f 
iV a, fi a eft formae 8 + 7 * 

Hinc fponte fequitur, in cafu primo et quarto 2 efie debere refi- 
duum ipfiusa, in cafu fecundo et tertio autem non-refiduum. 

. , : • ’ -.1 

- 3T. 

Numeri primi, quorum refiduum vel non-refiduum eft — t, 
facile dignofcuntur adiumento theorematis fequentis, quod etiam 
per fe ipfum fatis memorabile eft. 

Theorema. Produftum e duobus faftoribus 
W' — i + r~ l +r -4 + etc. +r— 

IV— i + r +r 4 4* etc. 4- r(» — O* 
eft=n, fi n eft impar ; vel —o, fi n eft impariter par; vel = 2 «, 

ii n eft pariter par. 

Dtmonflr. Quum manifefto fiat - • 

W — r + r 4 +r° + etc. + r nn 

— - f 4 -j- r ° -f- etc. + r'”* O* , , 

= r 0 + etc. -f- r C» •) a etc. 
produftum II’ IV' ita quoque exhiberi poterit 

i 4 - r 4- ,r 4 4~ r° 4- etc. 4 . r C«— J ) s - 

4- r ” 1 (r 4- r 4 4- r° 4- r 16 + etc. 4-;r«») 

4- r~* (r 4 4* r 9 4- r 10 4- r 4 * 4 - etc. 4- r("*O s ) 

4 - r-° (r u 4- r‘ s 4 - r 45 +r i0 4 - etc. 4 -r(«*»;> J ) 
etc. 

4-r-("-0 a (rf*- , )*4-r»«4-rC">* , 0* 4 - r («*•)» 4 - etc. 4- rC»»-*)*) 
, quod 
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quod aggregatum verticaliter fummatum producit 
» 

4 - r (i 4 ' rr 4 * »' 4 + r s + etc. + r 3n_ *) 

4* r 4 O + r 4 + r® 4 * r 13 4" etc. + H»— 4 ) 

+ r ° (i 4 * r° + r 13 + f18 + etc. 4-r 6 " — 6 ) 

4* etc. 

4 - (i 4- r*"- 2 4- r®"-* + r 6 »- 6 e t c> + r a(i»-*)») 

Jam fi n impar eft, fingulae partes huius aggregati, praeter pri- 

r(i — r a ») 


ronm n, erunt ~ oi fecunda enim manifefto fit 
r 4 (i — H") 


tettia 


i — r' 


i — rr 

etc. Quoties vero » impar eft, excipere in- 


fuper oportebit partem 




(i 4- r» r 3 " + »' 5 ' 1 + etc. + r nn — n ) 
quae In cafu priori itaque fit WlV — n, in pofte- 

riori autem = n 4 -wr 4 '’' 1 } fed r 4 ' 1 " fit= 4- i, fi n eft pariter par, 
tunc itaque prodit W IV' — 2 n ; contra fit r * = — i , fi n eft 

impariter par, vbi itaque euadit W IV' = o. Q. E, D. 


IV 


36 . 

lam per art. 22. confiat, fi n fit numerus primus impar, 
fieri = 4* 1 vel = — 1 , prout — 1 fuerit refiduum vel non- 


refiduum ipfius ». Hinc in cafu priori efle debebit fV a = 4 - 
in pofteriori W a ~ — n; quaroobrem per art. 13. concludimus, 
cafum priorem tunc tantum locum habere pofte, quando n fit 

formae 
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formae 4^+1. cafumque pofteriorem , quando n fit format 


Denique e combinatione conditionum prd refiduis + 2 et 
— 1 inuentarum fponte fequitur, —1 efo refiduum cuiusuis nu- 
meri primi formae 8^+* vel 8^+3, atque non -refiduum 
cuiusuis numeri primi formae 8 f* 4- f vel 8 M + 7- 





C7S8$l 
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